Inégalité de Hoeflding et applications
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Lecons associées :

— 261 : Loi d’'une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.

— 262 : Convergences d’une suite de variables aléatoires. Théoremes limite. Exemples et appli-
cations.

— 264 : Variables aléatoires discretes. Exemples et applications.

— 266 : Illustration de la notion d’indépendance en probabilités.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Lemme 1. Soit X une variable réelle, centrée, bornée par 1 presque sirement alors

t2
Vt € R™ Elexp(tX)] < exp <2>

ey de
€

- donc 5% (—t) + =t = ta est une
=+ €[0,1]

Preuve : Pour z € [-1,1] et t € R, on a {

combinaison convexe de —t et t.

Par convexité de exp,
1—x 14+x
exp(—t) +

Vit € R, exp(tx) < exp(t)

Pour u € R, uX est bornée p.s. donc exp(uX) est bornée p.s. donc intégrable. Donc pour ¢t € R,

Lx(t) = Elexp(tX)
1

< SE[(1 — X) exp(—1)] + JE[(1 4+ X) exp()
< ;(exp(—t) +exp(t)) car E[X] =0
< cosh(t)

Or, comme Vk € N* 28kl =2 x 4 x 6 x - -+ x 2(k — 1) x 2k < (2k)!.
Donc pour tout t € R,

+oo t2k’ +oo tQk t2
h(t) = < — = —
cosh({) ,;) (2k)! = ,;) kgt~ P (2)
d’ou le résultat. O



Théoréme. Soit (X,,)nen une suite de variable aléatoires réelles indépendantes, centrées, bor-
nées p.s. : Vn € N de, > 0/ X5] < cp.
Soit Sp, = Y -1 X, alors

g2 )
VneNe>0,P(|S,| >¢) <2exp | =
(150 = ¢) p(zz“cz

Preuve : Soit n € N, t € R™™,

Etape 1 : Donnons une majoration de Elexp(tS,,)]

La variable aléatoire % est bornée p.s. par 1 et centrée, donc d’apres le lemme
n

Xn t/2
vt € RY Elexp (t’)] < exp <2>
Cn
Avec t' = te,, on a donc Elexp(tX,,)] < exp (%ci) Ainsi,

Elexp(tS,,) Elexp(tXy)] car les exp(tX,) sont indépendantes

il

Etape 2 : Etablissons I'inégalité avec I'inégalité de Markov

Soit ¢ > 0, la fonction = +— exp(tx) est strictement croissante donc [S, > €] = [exp(tS,) >
exp(te)] d’on

P(S, > ) < P(exp(tS,) > exp(te))

< Elexp(tS,)]
~  exp(te)
t2
< exp (2 Z e — ts)
k=1
Etape 3 : Optimisons ’inégalité
En posant a = >_}_, ¢}, la fonction ¢ — %t* — et atteint son minimum en ’2—22 pour t = £ > (. Par

croissance de I’exponentielle, on a donc

2
P(Sn > 8) S exXp (2272012>
=1

Conclusion

Ona [|S,]| >¢e] =[S, >e]U[-S, >¢],on a

g2 )
VneNe>0,P(|S, >¢) <2exp | =7
15,0 > 2) (QZ“Cz
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Intéressons nous a trois applications.

Application ((261, 264)). Soit (X;)icp,n) des variables aléatoires iid de loi X, ~ B(p) avec
p €]0,1] et « €]0,1[, alors un intervalle de confiance par excés de niveau 1 — v de paramétre

p est
1 2 2\ 1 2 2
Lo, 2 (®) L5+ i ()]
n n al’'n n !
Preuve : On applique l'inégalité de Hoeffding a (X,, — p) qui est borné par 1

1 2.2
}P’<‘Sn—p‘>5>:IP’< >n5)§2exp<—n€>
n = 2n

> Xi—p
k=1

I o=

2 2 /
Soit ¢’ = 4/—1In () tel que a = 2exp(—”§—2) d’ou
n \«a

1 1
P(’Sn—p’<€’):1—]P’(‘Sn—p‘>€> >1—a
n n

d’ou le résultat. O

Application ((261, 266)). Soit I = [0,1]? muni de la mesure de Lebesgue, soit f une fonction
intégrable et bornée sur I.
Soit (Y,,) une suite de variable aléatoire iid de loi uniforme sur I. On a

. ne?
W,P(‘nkz::lf(yk)—/lf >5) < Aoy <_8||f\|§o>

Preuve : Posons pour n € N, X, = f(Y,,) — / f.

I

On a E[X,,] = 0 d’apres la formule de transfert et | X,,| < 2||f||e donc d’apres I'inégalité de Hoeffding
avec ¢, = 2| f]]oo-

Pour tout € > 0,

n

> Xk

>e) =p ([ x| > oc)

<9 < n252 )
Sz2€XP |\ = o
2 5= 4115

<9 ne?
ex
= 2P

P(';if(%)—/ff

k=1
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Application ((262)). Soit o > 0, s'il existe 3 > 0 tel que pour tout n € N*,> ¢ < n** 77,

k=1
alors s
n n—-+oo
L g
n< p-s.




Preuve : Soit ¢ > 0, par inégalité de Hoeffding, on a

2a€2

n

QZci

k=1

P(|S,| > n%) < 2exp | —

n
Or comme Y 2 <n® " ona
k=1

P(|S,| > n%) < 2exp(—en?)

Or, comme Y _ exp(—en”) converge, la série de terme général P(|S,| > n®e) converge. Donc d’apres
le lemme de Borel-Cantelli, on a P(limsup,[|S,| > n%]) = 0.

Or, comme QT est dénombrable, on a P | | limsup||S,| > nae]) = 0.
seQt* "
Donc en passant au complémentaire, on a

P ( (N lim inf[]S,[ > no‘a}) =1

seQt=

Donc la suite (%) converge presque stirement vers 0. 0
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