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Leçons associées :
— 261 : Loi d’une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.
— 262 : Convergences d’une suite de variables aléatoires. Théorèmes limite. Exemples et appli-

cations.
— 264 : Variables aléatoires discrètes. Exemples et applications.
— 266 : Illustration de la notion d’indépendance en probabilités.

Le but de ce développement est de montrer le théorème suivant :

Lemme 1. Soit X une variable réelle, centrée, bornée par 1 presque sûrement alors

∀t ∈ R+∗,E[exp(tX)] ≤ exp
(

t2

2

)

Preuve : Pour x ∈ [−1, 1] et t ∈ R, on a


1−x

2 + 1+x
2 = 1

1−x
2 ∈ [0, 1]

donc 1−x
2 (−t) + 1+x

2 t = tx est une

combinaison convexe de −t et t.
Par convexité de exp,

∀t ∈ R, exp(tx) ≤ 1 − x

2
exp(−t) + 1 + x

2
exp(t)

Pour u ∈ R, uX est bornée p.s. donc exp(uX) est bornée p.s. donc intégrable. Donc pour t ∈ R,

LX(t) := E[exp(tX)]

≤ 1
2
E[(1 − X) exp(−t)] + 1

2
E[(1 + X) exp(t)]

≤ 1
2

(exp(−t) + exp(t)) car E[X] = 0

≤ cosh(t)

Or, comme ∀k ∈ N∗, 2kk! = 2 × 4 × 6 × · · · × 2(k − 1) × 2k ≤ (2k)!.
Donc pour tout t ∈ R,

cosh(t) =
+∞∑
k=0

t2k

(2k)!
≤

+∞∑
k=0

t2k

2kk!
= exp

(
t2

2

)
d’où le résultat. □
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Théorème. Soit (Xn)n∈N une suite de variable aléatoires réelles indépendantes, centrées, bor-
nées p.s. : ∀n ∈ N, ∃cn > 0/|Xn| ≤ cn.
Soit Sn = ∑n

k=1 Xj, alors

∀n ∈ N, ε > 0,P(|Sn| ≥ ε) ≤ 2 exp
(

ε2

2∑n
k=1 c2

k

)

Preuve : Soit n ∈ N, t ∈ R+∗,

Étape 1 : Donnons une majoration de E[exp(tSn)]

La variable aléatoire Xn

cn
est bornée p.s. par 1 et centrée, donc d’après le lemme

∀t′ ∈ R+∗,E[exp
(

t′ Xn

cn

)
] ≤ exp

(
t′2

2

)

Avec t′ = tcn, on a donc E[exp(tXn)] ≤ exp
(

t2

2 c2
n

)
. Ainsi,

E[exp(tSn)] =
n∏

k=1
E[exp(tXk)] car les exp(tXn) sont indépendantes

≤
n∏

k=1
exp

(
t2

2
c2

k

)

≤ exp
(

t2

2

n∑
k=1

c2
k

)

Étape 2 : Établissons l’inégalité avec l’inégalité de Markov

Soit ε > 0, la fonction x 7→ exp(tx) est strictement croissante donc [Sn > ε] = [exp(tSn) >
exp(tε)] d’où

P(Sn > ε) ≤ P(exp(tSn) > exp(tε))

≤ E[exp(tSn)]
exp(tε)

≤ exp
(

t2

2

n∑
k=1

c2
k − tε

)

Étape 3 : Optimisons l’inégalité

En posant a = ∑n
k=1 c2

k, la fonction t 7→ a
2 t2 − εt atteint son minimum en −ε2

2a
pour t = ε

a
> 0. Par

croissance de l’exponentielle, on a donc

P(Sn > ε) ≤ exp
(

ε2

2∑n
k=1 c2

k

)

Conclusion

On a [|Sn| > ε] = [Sn > ε] t [−Sn > ε], on a

∀n ∈ N, ε > 0,P(|Sn| ≥ ε) ≤ 2 exp
(

ε2

2∑n
k=1 c2

k

)
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□
Intéressons nous à trois applications.

Application ((261, 264)). Soit (Xi)i∈[[1,n]] des variables aléatoires iid de loi X1 ∼ B(p) avec
p ∈]0, 1[ et α ∈]0, 1[, alors un intervalle de confiance par excès de niveau 1 − α de paramètre
p est

I1−α =

 1
n

Sn −
√

2
n

ln
( 2

α

)
,

1
n

Sn +
√

2
n

ln
( 2

α

)
Preuve : On applique l’inégalité de Hoeffding à (Xn − p) qui est borné par 1

P
(∣∣∣∣ 1nSn − p

∣∣∣∣ > ε
)

= P
(∣∣∣∣∣

n∑
k=1

Xk − p

∣∣∣∣∣ > nε

)
≤ 2 exp

(
−n2ε2

2n

)

Soit ε′ =
√

2
n

ln
( 2

α

)
tel que α = 2 exp(−nε′2

2 ) d’où

P
(∣∣∣∣ 1nSn − p

∣∣∣∣ < ε′
)

= 1 − P
(∣∣∣∣ 1nSn − p

∣∣∣∣ > ε
)

≥ 1 − α

d’où le résultat. □

Application ((261, 266)). Soit I = [0, 1]d muni de la mesure de Lebesgue, soit f une fonction
intégrable et bornée sur I.
Soit (Yn) une suite de variable aléatoire iid de loi uniforme sur I. On a

∀ε,P
(∣∣∣∣∣ 1n

n∑
k=1

f(Yk) −
∫

I
f

∣∣∣∣∣ > ε

)
≤ 2 exp

(
− nε2

8||f ||2∞

)

Preuve : Posons pour n ∈ N, Xn = f(Yn) −
∫

I
f .

On a E[Xn] = 0 d’après la formule de transfert et |Xn| ≤ 2||f ||∞ donc d’après l’inégalité de Hoeffding
avec cn = 2||f ||∞.
Pour tout ε > 0,

P
(∣∣∣∣∣ 1n

n∑
k=1

f(Yk) −
∫

I
f

∣∣∣∣∣ > ε

)
= P

(∣∣∣∣∣
n∑

k=1
Xk

∣∣∣∣∣ ≥ nε

)

≤ 2 exp
(

n2ε2

2∑n
k=1 4||f ||2∞

)

≤ 2 exp
(

nε2

8||f ||2∞

)

□

Application ((262)). Soit α > 0, s’il existe β > 0 tel que pour tout n ∈ N∗,
n∑

k=1
c2

k ≤ n2α−β,

alors
Sn

nα

n→+∞−−−−→
p.s.

0
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Preuve : Soit ε > 0, par inégalité de Hoeffding, on a

P(|Sn| > nαε) ≤ 2 exp

− n2αε2

2
n∑

k=1
c2

k



Or comme
n∑

k=1
c2

k ≤ n2α−β, on a

P(|Sn| > nαε) ≤ 2 exp(−εnβ)

Or, comme
∑

exp(−εnβ) converge, la série de terme général P(|Sn| > nαε) converge. Donc d’après
le lemme de Borel-Cantelli, on a P(lim supn[|Sn| > nαε]) = 0.

Or, comme Q+∗ est dénombrable, on a P

 ⋃
s∈Q+∗

lim sup
n

[|Sn| > nαε]

 = 0.

Donc en passant au complémentaire, on a

P

 ⋂
s∈Q+∗

lim inf
n

[|Sn| > nαε]

 = 1

Donc la suite
(

Sn

n

)
converge presque sûrement vers 0. □
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